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 S t reszczen ie .  W pracy rozwaŜa się klasyczny zadanie modelowania matematycznego mate-
riałów lepkospręŜytych – zadanie wyznaczania modelu Maxwella na podstawie dyskretnych zakłó-
conych pomiarów modułu relaksacji zgromadzonych w teście relaksacji napręŜeń. Zadanie to jest 
źle uwarunkowanym problemem odwrotnym. Celem pracy jest przedstawienie remedium, jakim jest 
zastosowanie techniki regularyzacji problemu oryginalnego. Skuteczność tej techniki zilustrowano 
na prostym przykładzie numerycznym oraz dla zadania identyfikacji modelu Maxwella próbki bura-
ka cukrowego odmiany Janus badanego w stanie jednoosiowego odkształcenia w warunkach obcią-
Ŝeń udarowych. 
 S ło wa  k l u czo we:  lepkospręŜystość, model Maxwella, problem źle postawiony, regularyzacja 

WSTĘP 

 WaŜnym źródłem informacji o własnościach fizycznych surowców i produk-
tów rolno-spoŜywczych są modele reologiczne stosowane do opisu tych materia-
łów juŜ od kilkudziesięciu lat (Chen 1994, Gołacki 1998, 2000, Rao 1999). Zna-
jomość własności lepkospręŜystych materiałów rolno-spoŜywczych ma funda-
mentalne znaczenie dla modelowania ich zachowań mechanicznych podczas de-
formacji i płynięcia. 
 Zazwyczaj przyjmujemy, Ŝe model jest dobry, satysfakcjonujący, jeśli dosta-
tecznie dobrze przybliŜa dane doświadczalne lub pozwala przewidywać zjawiska 
zachodzące w badanym materiale lub procesie. Klasyczne problemy modelowania 
matematycznego materiałów lepkospręŜytych: zadania wyznaczania modeli Max-
wella i Kelvina są problemami źle postawionymi w sensie Hadamarda. Problemy 
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te nierzadko nie posiadają jednoznacznego rozwiązania, a kaŜde z ich rozwiązań 
ma tę własność, Ŝe niewielka zmiana danych zadania (np. danych doświadczal-
nych) moŜe powodować istotną zmianę wyznaczonego modelu. Ilustrują to przy-
kłady podane w pracy (Stankiewicz 2010). 
 Celem tej pracy jest przedstawienie remedium, jakim jest dla zadania identyfi-
kacji parametrów modelu Maxwella regularyzacja oryginalnego nieliniowego 
problemu najmniejszej sumy kwadratów. Oprócz niezbędnego przykładu nume-
rycznego, rozwaŜania zilustrowano przykładem identyfikacji modelu Maxwella 
próbki buraka cukrowego Janus badanego w stanie jednoosiowego odkształcenia 
w warunkach obciąŜeń udarowych. 

ROZWIĄZANIE ZADANIA IDENTYFIKACJI MODELU MAXWELLA 

 Moduł relaksacji modelu Maxwella, powszechnie stosowanego do opisu zja-
wiska relaksacji napręŜeń zachodzącego w materiale liniowo lepkospręŜystym, 
przyjmuje postać skończonego szeregu Dirichleta-Prony’ego (Zi i Bažant 2002) 
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którego wektor parametrów  

 [ ]Tnn EvvEE ∞= KK 11g , 

tworzą moduły spręŜystości jE  oraz częstotliwości relaksacji jν  poszczególnych 

gałęzi modelu, a takŜe parametr ∞E  oznaczający wartość ustaloną modułu relak-
sacji (ang. long-term modulus), n  oznacza liczbę gałęzi modelu. Indeks „M” w 
(1) oznacza model i pozwala odróŜnić model modułu relaksacji (1) od rzeczywi-
stego modułu relaksacji ( )tG  badanego materiału. Wektor parametrów modelu 

GGGG∈g , gdzie GGGG  jest zbiorem dopuszczalnych parametrów modelu ( )gt,GM  (1). 

PoniewaŜ parametry jE , jν  i ∞E  są nieujemne 12 +
+⊂ nRGGGG , gdzie [ )∞=+ ,R 0 . 

 Moduł relaksacji ( )tG  moŜna wyznaczyć eksperymentalnie rejestrując siłę re-

akcji próbki badanego materiału w standardowym teście relaksacji napręŜeń (Go-
łacki 1998, Rao 1999). Będziemy zakładać, Ŝe przeprowadzono skończony ekspe-
ryment dyskretny (test relaksacji napręŜeń), którego rezultatem jest zbiór pomia-
rów modułów relaksacji ( ) ( ) ( )iii tztGtG +=  w chwilach czasu 0≥it , 
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,N,i K1= , gdzie ( )itz  jest addytywnym błędem pomiarowym, Tti ≤≤0 , nato-
miast ∞<T  oznacza horyzont czasowy eksperymentu. 

 Problem optymalnej identyfikacji modułu relaksacji w klasie modeli Maxwella 
(1) polega na takim doborze wektora parametrów GGGG∈g  modelu ( )gt,GM , aby mo-

del ten przybliŜał dane eksperymentalne ( ){ }itG  jak najlepiej w sensie przyjętego 

wskaźnika jakości modelu. Jako miarę dokładności modelu (1) przyjmiemy kla-
syczny wskaźnik średniokwadratowy 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−=
N

i
iMi ,tGtG

N
Q

1

21 gg . (2) 

Problem optymalnej identyfikacji modelu ( )gt,GM  (1) sprowadza się więc do 
rozwiązania zadania optymalizacji postaci  

 ( ) ( )gg
g

QminQ
GGGG∈

= . (3) 

 Zadanie to jest od kilkudziesięciu lat dobrze znane w literaturze z zakresu 
identyfikacji systemów (Evans i in. 1980, Kammler 1979), gdyŜ problem aprok-
symacji danych sumą funkcji wykładniczych jest jednym z najistotniejszych i 
najczęściej w analizie danych występujących zadań identyfikacji. Modele wy-
kładnicze są bowiem stosowane, przykładowo, w modelowaniu szeregów czaso-
wych w naukach fizycznych i technologii, przepływów ciepła, dyfuzji komponen-
tów chemicznych, przepływów międzykomorowych w medycynie i biologii, taką 
postać przyjmują równieŜ modele kompartmentowe (Gutenbaum 2003). Wiado-
mo takŜe, Ŝe nieliniowy problem aproksymacji danych sumą funkcji wykładni-
czych jest zadaniem skomplikowanym i stosunkowo trudnym numerycznie 
(Kammler 1979, Varah 1985, Holmström i Petersson 2002). Złe uwarunkowanie 
zadania wyznaczania modelu Maxwella ilustruje, przedstawiony w pracy (Stan-
kiewicz 2010), numeryczny przykład identyfikacji modelu trójparametrowego, 
w którym niewielkie zakłócenia powodują znaczenie większe błędy oszacowania 
parametrów modelu. Ten prosty przykład o jednoznacznym rozwiązaniu wskazuje 
takŜe, Ŝe nawet doskonałe dopasowanie modelu do danych doświadczalnych mo-
Ŝe nie gwarantować dobrego oszacowania jego parametrów, jeśli problem jest źle 
uwarunkowany. Nieliniowa metoda najmniejszej sumy kwadratów oparta na 
standardowych numerycznych technikach minimalizacji, takich jak algorytmy 
kierunków poprawy lub metody kierunków sprzęŜonych, nie jest więc skutecz-
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nym narzędziem wyznaczenia parametrów modelu Maxwella, szczególnie wów-
czas, gdy nie dysponujemy dobrym punktem startowym. W ciągu ostatnich kilku-
dziesięciu lat opracowano kilka specjalnych metod aproksymacji danych pomia-
rowych sumą funkcji wykładniczych (Kammler 1979, Evans i in. 1980, Ruhe 
1980) skutecznych jednak tylko przy bardzo restrykcyjnych załoŜeniach dotyczą-
cych danych pomiarowych. Osborne i Smyth (1995), Pisarenko (Ouibrahim 1989) 
oraz Petersson i Holmström (1998) zastosowali do rozwiązania tego zadania ideę 
starej osiemnastowiecznej metody Prony’ego. TakŜe w pracy (Stankiewicz 2005) 
zastosowano pewną modyfikację metody Prony’ego, która w przypadku czteropa-
rametrowych modeli Maxwella prowadzi do bardzo prostego w implementacji 
schematu identyfikacji. W tej pracy wskaŜemy na moŜliwość skutecznego zasto-
sowania do identyfikacji modelu Maxwella zregularyzowanej nieliniowej metody 
najmniejszych kwadratów.  
 Zastosowanie regularyzacji Tichonowa (Tikhonov i Arsenin 1977) do rozwią-
zania zadania (3) oznacza rozwiązanie zmodyfikowanego problemu optymalizacji 
postaci  

 ( ) ( ) 2

2

2
2

λλ λλ gggg
g

+=+
∈

QQmin
GGGG

, (4) 

gdzie 2⋅  oznacza normę kwadratową w przestrzeni euklidesowej 12 +nR , 

a 0>λ  jest parametrem regularyzacji. 
 Jak wiadomo skuteczność stosowania techniki regularyzacji Tichonowa zaleŜy 
od metody doboru parametru regularyzacji. Dobór współczynnika regularyzacji 
jest sztuką wymagającą zarówno intuicji, dobrych heurystyk, jak i często wiedzy 
apriorycznej o zakłóceniach. Tu zastosujemy prostą regułę doboru współczynnika 
regularyzacji, w której uwzględnia się wprost wartość wskaźnika jakości modelu, 
gwarantując załoŜoną dokładność aproksymacji modułu relaksacji (ang. Guaran-
teed Model Approximation– GMA). Reguła GMA została po raz pierwszy zasto-
sowana w pracy autorki (Stankiewicz 2003) dla zadania identyfikacji spektrum 

czasów relaksacji. Dla dowolnego 0>λ  zachodzi nierówność ( ) ( )gg QQ >λ , 
gdzie g  jest rozwiązaniem (z reguły niejednoznacznym) zadania oryginalnego 

(3). Stabilizacja rozwiązania zadania (3) odbywa się więc kosztem pogorszenia 
jakości wyznaczonego modelu. Naturalną strategią doboru parametru regularyza-
cji λ , jest taki jego dobór, aby gwarantował on załoŜoną dokładność ( )gˆ QQ >  

aproksymacji modułu relaksacji, czyli aby ( ) QQ ˆg =λ . 



JAK ZŁAGODZIĆ ZŁE UWARUNKOWANIE PROBLEMU IDENTYFIKACJI  

 

 

211 

 Interpretację reguły GMA oraz waŜną własność uzyskanego rozwiązania poda-
je następujące twierdzenie. Jego dowód pomijamy, poniewaŜ jest analogiczny do 
dowodu twierdzenia 2 w pracy autorki (Stankiewicz 2003). 

Twierdzenie 1. Niech ( )gˆ QQ > . Rozwiązanie zregularyzowane λg  zdefiniowa-

ne przez ( ) QQ ˆg =λ  i (4) jest jedynym rozwiązaniem zadania optymalizacji  

 ( ) QQiuograniczenprzymin ˆgg
g

≤
∈

2
2

GGGG
. 

 Z twierdzenia wynika, Ŝe dobór parametru regularyzacji zgodnie z regułą 
GMA, gwarantując załoŜoną dokładność dopasowania modelu do danych ekspe-
rymentalnych, oznacza wybór wśród wszystkich rozwiązań spełniających waru-
nek ( ) NN QQ ˆg ≤  rozwiązania o minimalnej normie, czyli najlepsze wygładzenie 

wektora λgg = .  

 Skuteczność tej techniki zilustrujemy na przykładzie zadań identyfikacji mo-
delu Maxwella rozpatrywanych w pracy (Stankiewicz 2010).  

Przykład 1. RozwaŜmy ponownie materiał lepkospręŜysty, którego moduł relak-
sacji ( )tG  opisany jest funkcją  

 ( ) ∞
− += EEetG tν , (5) 

a wartości jego parametrów podano w tabeli 1, dla którego przyjęto model 
Maxwella postaci:  

 ( ) ∞
− += M,

t
MM EeEtG Mν  (6) 

i przeprowadzono test relaksacji napręŜeń opisany szczegółowo w pracy (Stan-
kiewicz 2010, przykład 1). PoniewaŜ dla modelu o minimalizującym wskaźnik 

Q  parametrze g  (Stankiewicz 2010, tabela 1) ( ) 203360 MPa,Q =g , przyjmie-

my 20360 MPa,Q =ˆ , co oznacza niewielkie pogorszenie dokładności przybliŜe-

nia modułu relaksacji. Wyznaczono współczynnik 41054 −⋅= ,λ  oraz parametry 

modelu optymalnego λgg =  – podano je w tabeli 1.  
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Tabela 1. Parametry materiału (5) i jego optymalnego modelu Maxwella (6) 
Table 1. Parameters of the material (5) and the optimal Maxwell model (6) 

Parametry materiału  
The material parameters 

Parametry modelu optymalnego 
The optimal model parameters 

Błędy estymacji parametrów  
The parameters estimation errors 

MPaE 10=  
MPa,EM 8639=  ( ) %,%EEE M 371100 =⋅−  

MPaE 8=∞   MPa,EM, 068=∞  ( ) %,%EEEM, 750100 =⋅− ∞∞∞  

10250 −= s,ν  102510 −= s,Mν  ( ) %,%M 40100 =⋅− ννν  

s40=τ  s,M 84139=τ  ( ) %,%M 3980100 =⋅− τττ  

sMPaE ⋅== 400νη  sMPa,M ⋅= 95392η  ( ) %,%M 761100 =⋅− ηηη  

 W tabeli 1 podano takŜe odpowiednie wartości czasów relaksacji i współczyn-
ników lepkości dynamicznej oraz względne błędy estymacji parametrów materia-

łu (5). Wskaźnik %Gz 592100
22 ,% =⋅ , gdzie ( ) ( )[ ]TNtGtG K1=G  to 

wektor pomiarów modułu relaksacji, ( ) ( )[ ]TNtztz K1=z  oznacza wektor 
wartości zakłóceń. Największy z błędów oszacowania parametrów materiału (5) 
nie przekracza %81,  – świadczy to o skuteczności zastosowanej techniki regula-
ryzacji. Względny wskaźnik jakości  

 ( )[ ] ( ) 422

1
103821 −

∞
−

=
⋅=−−∑ ,tGEeEtG

N iM,
t

Mi

N

i

Mν  

jest w tym przypadku mniejszy niŜ dla modelu wyznaczonego w pracy (Stankie-
wicz 2010) bez regularyzacji. 
Przykład 2. W tym przykładzie wyznaczymy czteroparametrowy model Maxwella  

 ( ) 21
21

M,M, t
M,

t
M,M eEeEtG

νν −− +=  (7) 

opisujący zjawisko relaksacji w próbce buraka cukrowego Janus badanej przez 
Gołackiego i jego współpracowników (Gołacki i in. 2003). Przebieg testu relak-
sacji napręŜeń oraz sposób wstępnego przetworzenia wyników eksperymentu opi-
sano szczegółowo w przykładzie 2 w pracy (Stankiewicz 2010). Dla pierwszego 
i drugiego zestawu danych (p. (Stankiewicz 2010)) zastosowano opisany powyŜej 
schemat regularyzacji zadania identyfikacji, parametr regularyzacji dobrano me-
todą GMA. PoniewaŜ dla pierwszego zbioru danych pomiarowych średniokwadra-
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towy wskaźnik jakości modelu optymalnego ( ) 2310284 MPa,Q −⋅=g , przyjmiemy 
231044 MPa,Q −⋅=ˆ , co oznacza pogorszenie dokładności przybliŜenia modułu re-

laksacji rzędu %72, . Dla drugiego zestawu danych ( ) 23108233 MPa,Q −⋅=g , tu 

przyjmiemy 2310853 MPa,Q −⋅=ˆ . Wyznaczono współczynniki regularyzacji 
6101 −⋅=λ  i 61090 −⋅= ,λ , odpowiednio dla pierwszego i drugiego zestawu da-

nych, oraz optymalne parametry modelu zregularyzowanego – podano je w tabeli 
2. W tabeli 2 zestawiono takŜe odpowiednie wartości czasów relaksacji i współ-
czynników lepkości dynamicznej oraz względne błędy estymacji parametrów 
modelu. Największy z nich nie przekracza %50, , co ponownie potwierdza sku-
teczność techniki regularyzacji Tichonowa. 

Tabela 2. Parametry optymalnego modelu Maxwella (7) 
Table 2. The parameters of the optimal Maxwell model (7) 

 

Parametry modelu dla 
pierwszego zbioru danych 

The model parameters for 
the first set of data 

Parametry modelu dla 
drugiego zbioru danych 

The model parameters for 
the second set of data 

Błędy oszacowania parametrów 
The parameter estimation errors 

MPa,EM, 56069101 =  MPa,EM, 57079101 =  ( ) %,%EEE M,M,M, 0960100111 =⋅−  

MPa,EM, 99126162 =  MPa,EM, 98912162 =  ( ) %,%EEE M,M,M, 0130100222 =⋅−
 

1
1 38530 −−= sE,M,ν  1

1 38570 −−= sE,M,ν  ( ) %,%M,M,M, 4670100111 =⋅− ννν  

1
2 984569 −= s,M,ν  1

2 993429 −= s,M,ν  ( ) %,%M,M,M, 0890100222 =⋅− ννν  

s,M, 332911721 =τ  s,M, 861111661 =τ  ( ) %,%M,M,M, 4670100111 =⋅− τττ  

s,M, 10015502 =τ  s,M, 10006602 =τ  ( ) %,%M,M,M, 0890100222 =⋅− τττ  

sMPa,M, ⋅= 65123801η  sMPa,M, ⋅= 649123341η  ( ) %,%M,M,M, 3720100111 =⋅− ηηη  

sMPa,M, ⋅= 70175412η  sMPa,M, ⋅= 70003112η  ( ) %,%M,M,M, 1010100122 =⋅− ηηη  
 

UWAGA KOŃCOWA 

 Modele Maxwella i Kelvina odgrywają fundamentalną rolę w opisie zjawisk 
relaksacji napręŜeń i pełzania w materiałach lepkospręŜystych. Błędy w oszaco-
waniu parametrów tych modeli mogą powodować katastrofalne błędy wyznacze-
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nia innych bazujących na tych modelach charakterystyk materiałów. W zadaniu 
identyfikacji modelu Maxwella jako antidotum na złe uwarunkowanie zadania 
skutecznie zastosowano regularyzację problemu oryginalnego. Współczynnik re-
gularyzacji dobrano stosując naturalną w kontekście zadania identyfikacji modelu 
matematycznego metodą GMA, gwarantującą zadaną dokładność aproksymacji 
pomiarów modułu relaksacji. 
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 Ab s t rac t .  The paper deals with the problem of Maxwell model determination from discrete-
time noise corrupted measurements of relaxation modulus obtained in stress relaxation test. This prob-
lem is known to be ill-posed. In this paper the Maxwell model is determined using nonlinear least 
squares method and Tikhonov regularization technique. The validity of the approach is demonstrated 
using simulated data. The effectiveness of the method is also demonstrated through the computation of 
the four-parameter Maxwell model of a sugar beet root sample in the state of uniaxial strain. 
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